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Cenni di matematica

Pre-Euclidea

L
The dark side of the Phytagora Theorem

La nostra ipotesi ¢ che esistesse un corpus matematico precedente agli Elemen-
ti di Euclide piuttosto solido ed interessante a cui Euclide stesso, come ben
sappiamo, ha attinto, ma che, in parte, ha tralasciato per poter meglio costruire
la Geometria Euclidea come ancor oggi la conosciamo.

I motivi potevano essere vari, basti pensare che il pensiero aristotelico, in quel
periodo storico, andava soppiantando il pensiero platonico e, diremo, piu tradi-
zionale; questo contesto non fu ininfluente nella storia del pensiero matemati-
co. Tutto il nostro studio ruotera intorno al Teorema di Pitagora. Ci baseremo
su quello che ci ¢ stato lasciato dalla storia e da studi precedenti.

La nostra ipotesi ¢ che questa matematica, diremmo pre-euclidea, abbia ancora
qualcosa da dirci.

Euclide ci ha lasciato due dimostrazioni del Teorema di Pitagora:

> =a’+b’

La prima ¢ quella che abbiamo tutti studiato a scuola: (in un triangolo rettangolo
I’area del quadrato costruito sull’ipotenusa ¢ equivalente alla somma delle aree
dei quadrati costruiti sui cateti), sinteticamente:
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Perla proprieta transitiva delle equivalenze,

il quadrato del cateto BC & equivalente al rettangolo

dellipotenusa e della proiezione del cateto BC sul-

l'ipotenusa. D

[FRIMO TEOREMA DI ELCLIDE]

Peril Primo t. di Euclide anche il quadrato K 2
diAC e il rettangolo AFJK sono equivalenti Quindi il quadrato dellipotenusa, che & unione
deirettangoli AFJK & BKJG | & equivalents alla
somma dei quadrati dei cateti.
J G

La seconda che si usa meno, la troviamo sempre sugli Elementi

Mentre la prima dimostrazione ¢ prettamente geometrica; sicuramente nella mo-
dalita della geometria euclidea (non sappiamo se Pitagora ed 1 pitagorici
I’avessero coniata precedentemente allo stesso modo, secondo molti autori si), la
seconda dimostrazione ¢ piu di tipo aritmogeometrico e sicuramente piu nelle
corde dei pitagorici. Ma, premesso ci0, ci vorremmo focalizzare su una prepo-

sizione degli Elementi di Euclide, quasi sempre tralasciata, che in sintesi ci dice
che:

c:x2+y2, a=y’ -x" ¢ b=2y.
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Lemma 1 preposizione X, 29 (usata anche, poi, nella matematica di Diofanto),
secondo noi di radice prettamente pitagorica e sicuramente (O. Neugebauer, com-
mento alla tavola d’argilla in cuneiforme Plimpton, ripreso da Boyer ed altri storici
della matematica) sorta nell’antica Persia.

Conosciamo gia gli gnomoni dei pitagorici, vedremo che di fatto essi stessi sono
una dimostrazione aritmogeometrica del Teorema di Pitagora, anche se, apparente-
mente, noi saremmo costretti a contare 1 quadratini dello gnomone stesso (tutti 1
quadratini rossi, in figura) per verificare se la loro somma sia un quadrato o meno.

Ma se ci rifacciamo al lemma 1 preposizione X, 29 (tale Lemma poi verra com-
mentato da: Teone, Leonardo da Pisa, Zamberti, Tartaglia, Commandino e da alcuni
arabi; oltre all’asse Diofanto-Bachet-Fermat), vediamo che gli gnomoni pitagorici
vanno riconsiderati, anche in relazione alla predetta preposizione.

c=x*+y? b =2xy (x2+y?)-2xy

. X2+yz .

Il quadrato viola & uguale a y* +2x’y’ +x*, quello azzurro & uguale a 4x%y?, mentre

per lo gnomone rosso: poiché la differenza tra c=x"+y* ¢ b=2xy & uguale ap-
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punto a (x>+y?)-2xy che a sua volta moltiplicata per ¢=x"+y’ € uguale a
x'+y'+2x"y* =2x"y =25y’ e che moltiplicata per b=2xy & uguale a
~4x’y* +2x°y+2xy° e che a loro volta sommate ci danno

x eyt -yt = (-0 =d appunto anche lui un quadrato:

(x2 +y° —2xyXx2 +y2)+ (x2 +y° —2xy)2xy =x' =2y +yt = (y2 —x2)2

Se le x e le y che scegliamo sono numeri interi avremo un terna a, b, ¢ di interi
¢ costruiremo un triangolo rettangolo di interi, se le x ¢/o le y, non sono interi

(sappiamo che questa seconda ipotesi interessava meno ai pitagorici) potremo

costruire qualsiasi triangolo rettangolo (come nella geometria euclidea).

In sintesi, quello che vorremmo sottolineare ¢,
che usando x ed y di interi, qualsiasi gnomone
costruissero 1 pitagorici stessi, era, come visto,
un area equivalente ad un quadrato e non c’era
modo di sbagliare seguendo questo metodo.

[ pitagorici e probabilmente gli orientali stessi, avevano anche un’altre strada da
seguire:

C:X2+y2 X2 a:y2_X2 X2

a=y2-x2

XZ

Il quadrato viola ¢ uguale a y* +2x’y’ +x*, come gia visto, quello rosso ¢ uguale a

y'=2x’y* +x"; per i 4 rettangoli azzurri: ancora pit semplice della precedente poi-
ché ogni rettangolo ¢ (facilmente notabile) x?y?, e dato che 1 rettangoli sono egua-
li e sono quattro, avremo 4 x?y? appunto b?, anche lui un quadrato.

4x)°(x* +y* —x*) =4x"y’
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Questa seconda versione aritmogeometrica ¢ 1’esatto opposto della prima (cioe
quella a forma di gnomone), nel primo caso lavoriamo sulla differenza tra
I’ipotenusa ed il cateto di ordine pari (il cui quadrato ¢ azzurro), nel secondo ca-
so (a forma di mandala), lavoriamo sulla differenza tra 1’ipotenusa ed il cateto di
ordine dispari (il cui quadrato € rosso), sempre costruiti da x ed y interi.

Di fatto queste due forme, diciamo a gnomone ¢ a mandala (se costruite da x ed
y di interi), sono gia due dimostrazioni aritmogeometriche. E perché la secon-
da, I’abbiamo detta piu orientale?

Non a caso la forma ¢ a mandala, ma per 1 piu esigenti basta andarsi a vedere il
Ciou-pei della Cina od il Bahaskara dell’India.

In matematica molti studi geometrici hanno fatto luce su interessanti soluzioni
algebriche, difficili a cogliersi e a dimostrarsi senza il supporto della geometria,
ma in questo caso e cio¢ da un’attenta analisi storica del Teorema di Pitagora,
possiamo dire che I’origine ¢ di tipo algebrico e, almeno per quello che abbiamo
realmente conservato nei secoli, nasce nell’antica Persia. Successivamente 1 pi-
tagorici ’hanno generalizzata e portata a forma di geometria o perlomeno arit-
mogeometria ed Euclide I’ha immortalata e tramandata. Ci dispiace dover conia-
re un nuovo termine oltre la geometria e 1’aritmogeometria, ma secondo noi esi-
steva, quindi, una modalita di fare calcolo algebrico attraverso figure piane, che
pero rappresentavano solo numeri, in quanto tali € non dimensioni (in ordine
cronologico ’ultimo che ne parla ¢ Homar Khayyam).
Potremmo coniarlo con il termine aritmetrica o aritmometria (o anche algebro-
metria) a cui poi seguira I’aritmogeometria, a cui ancora dopo, segue la geome-
tria.
Aritmetrica: (in questo caso x=1 e y=2, ma funziona per qualsiasi numero)

X y

x? Xy

Xy y

Che cosa si era notato osservando il quadrato di un binomio come sviluppo al-
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gebrico: (x2 +)/2)2 = (y2 —x2)2 +(2xy) , quindise c=x"+y’ a=y'-x’ ¢ b=2xy

A questo punto si passa dal numero algebrico a quello geometrico ( o se prefe-
riamo dal numero di qualita al numero di quantita, o ancora per 1 platonici dal

. . : : .2 2,2
mondo iperuranico archetipale al mondo manifesto), Da qui: ¢ =a” +b

In una prima fase era sufficiente questa dimostrazione di tipo aritmogeometri-
co, come gia visto:

. o .

Successivamente sempre attraverso un procedimento aritmogeometrico ci si av-
vicino alla geometria, come la conosciamo noi:

b=2xy
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Quindi si arrivo a: c

a

Da tutto cio, secondo noi, si evince cosa intendessero Proclo e Plutarco, per
I’applicazione delle aree dei pitagorici:

- Proclo: “Secondo Eudemo e un antico ritrovato della Musa dei pitagorici an-
che questo: [’applicazione di aree, [’eccesso, il difetto...."

- Plutarco ne accenna due volte a proposito del sacrificio che Pitagora avrebbe
fatto per celebrare il suo insigne ritrovato geometrico, che Plutarco stesso non sa
se fosse il Teorema dell’ipotenusa o 1’applicazione di aree (..piu elegante e piu
degno delle muse).

Ai tempi dei due storici si era gia persa gran parte della conoscenza dei pitagori-
c1, ma evidentemente ancora riecheggiava qualcosa sull’applicazione delle aree.
Aree si, ma aree aritmometriche, quindi algebriche e non geometriche (questo in
una filosofia platonica sarebbe ancora comprensibile):

. . . 2 2
Possiamo ipotizzare che 1’eccesso fosse c=x"+y",

1l difetto a=y"-x a cui va aggiunto b =2xy .
Potremmo aggiungere che il sacrificio che cita Plutarco,
poteva essere e, per il Teorema di Pitagora, e, per

Xy y* I’applicazione delle aree (poiché il Teorema di Pitagora &
conseguenza geometrica della applicazione delle aree);
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¢ percheé fossero piu degne delle Muse, in un’ottica di profilo platonico, ¢ com-
prensibile, altrimenti per quale motivo coniare poi il termine Teorema?

D'altronde, I’abbiamo gia accennato, data I’importanza per 1 numeri interi, che
nutrivano 1 pitagorici, quella che noi ipotizziamo essere 1’applicazione delle are-
e, funziona sempre per qualsiasi numero intero, € quindi va a costruire sempre
una terna pitagorica di interi, viceversa la terna, in sé, non pud essere costruita
da qualsiasi numero intero. Allo stesso modo se costruiamo qualsiasi gnomone
su un qualsiasi quadrato non ¢ affatto detto che lo gnomone equivalga ad un al-
tro quadrato, ma se quadrato e gnomone sono costruiti per gli stessi x ed y di in-
ter1, abbiamo gia visto, lo gnomone sara per forza un quadrato.

L’approccio platonico al numero ed alla matematica fu in gran parte abbandona-
to da Euclide e da chi lo segui (eccezion fatte per Diofanto, alcuni arabi, Fibo-
nacci stesso e pochi altri), ¢ va riconsiderato nella giusta misura, in special mo-
do per studi sulla scienza dei numeri ed analisi del numero.
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Condizioni per riprodurre i materiali
Tutti i materiali, i dati e le informazioni pubblicati all'interno di que-
sto sito web sono "no copyright", nel senso che possono essere
riprodotti, modificati, distribuiti, trasmessi, ripubblicati o in
altro modo utilizzati, in tutto o in parte, senza il preventivo con-
senso di Simmetria, a condizione che tali utilizzazioni avvenga-
no per finalita di uso personale, studio, ricerca o comunque non
I commerciali e che sia citata la fonte attraverso la seguente dici-
g g tura, impressa in caratteri ben visibili: "www.simmetria.org".
Ove i materiali, dati o informazioni siano utilizzati in for-
T ma digitale, la citazione della fonte dovra essere effettuata in
modo da consentire un collegamento ipertestuale (link) alla
home page www.simmetria.org o alla pagina dalla quale i mate-
riali, dati o informazioni sono tratti. In ogni caso, dell'avvenuta
riproduzione, in forma analogica o digitale, dei materiali tratti
da www.simmetria.org dovra essere data tempestiva comunica-

zione al seguente indirizzo: info(a) simmetria.org , allegan-

do, laddove possibile, copia elettronica dell'articolo in cui i mate-
riali sono stati riprodotti.
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